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El6sz6

Sokszor kérdezik t6lem, milyen egy kutat6, egy matematikus
élete: mit csindlunk a hétkdznapjainkon, hogyan sziiletnek az

eredményeink. Erre a kérdésre kisérel meg vélaszt adni ez a mfi.

Egy matematikai eredmény sziiletésének torténetét beszéli el,
attél a pillanattol kezdve, amikor elhatarozzuk, hogy belevagunk
a kalandba, egészen addig, amikor az Gj eredményt — az Gj tételt —

bemutat6 cikket elfogadja publikélasra egy nemzetkozi folyoirat.

E két id6pont kozott a kutaté munkdja messze nem egyenes
vonalt pdlyat kovet: inkdbb kacskaringés ttra hasonlit, tele

kitérékkel és elakadéssal, ahogy az sokszor az életben is torténik.

Néhany jelentéktelen médositastol eltekintve, amelyet az el-
adés igényei tettek sziikségessé, a lefrtak mindenben megfelel-

nek a valésagnak, de legalabbis annak, ahogy én azt megéltem.

Néhany hosszabb angol nyelvii részlet forditdsa a mi végén

olvashaté.

Ko6szonom Olivier Noranak, hogy egy rogtonzott talalkozé
alkalmaval életre keltette ezt a projektet; koszonom Claire-nek a
szoveg figyelmes atolvasdsat és a javaslatait; koszonom Claude-
nak a szép illusztraciéit; koszonom Ariane Fasquelle-nek és a

Grasset csapatdnak a mindségi figyelmet és kiad6i munkat; végiil
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koszondm Clément-nak a felejthetetlen egyiittmi{ikodést, amely

nélkiil e kényv targya nem johetett volna létre.

Szivesen veszem, ha olvas6im elektronikus formdban meg-

osztjak velem kérdéseiket illetve megjegyzéseiket.

Cédric Villani

Périzs, 2011. december



Egy

Lyon, 2008. mdrcius 23.

Vasérnap, 13 6ra: a kutatéintézet kihalt lenne, ha nem volna bent
két elfoglalt matematikus. Meghitt taldlkozoéra jottiink ossze,
nyugalmas munkamegbeszélésre abban az iroddban, amelyet
nyolc éve hasznalok a lyoni Ecole normale supérieure harmadik

emeletén.

Egy kényelmes fotelben {iilve energikusan dobolok az aszta-
lon péklabak moédjara széttart ujjaimmal, ahogy valaha a zongo-

ratanadrom tanitotta.

Bal oldalamon, egy kiilon asztalon szamitégépes munkaallo-
mas. Jobb oldalamon kdnyvszekrény, néhany szaz matematika-
1ol és fizikarol sz6l6 konyvvel megrakodva. Mogottem, hosszt
polcokon ezer meg ezer oldalnyi gondosan elrendezett, fénymé-
solt szakcikk abbdl az &skorbdl, amikor a tudomanyos folyéira-
tok még nem elektronikusan jelentek meg; tovabbd szamos tudo-
manyos mii fénymasolata abbdl a korszakbdl, amikor a fizetésem
még nem tette lehet6vé, hogy csillapitsam konyvek irdnti szom-
jamat. Van itt ezenkiviil, hosszi évek gondos archivaldsanak
eredményeként egy j6 folydméternyi piszkozat is, illetve ugyan-
ennyi kéziratos jegyzet annak a megszdmlalhatatlan 6ranak a ta-

nusagaként, amelyeket tudoményos el6adasok hallgatasaval tol-
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tottem. El6ttem az ir6asztalon Gaspard, a laptopom, amely a for-
radalom nagy matematikusédnak, Gaspard Monge-nak a tisztele-
tére kapta a nevét, ezenkiviil pedig egy rakds papir teleirkalva
matematikai szimbdélumokkal, a vildg nyolc sarkdbdl erre az al-

kalomra 6sszegyfijtve.

Cinkosom, Clément Mouchot csillogé szemmel, szovegki-
emel6vel a kezében 4ll a nagy fehér tabla mellett, amely a velem

szemben 1év{ falat teljes egészében elfoglalja.

- Széval magyarazd el, miért hivtal ide, mire késziilsz? Nem

sok részletet 4rultél el az e-mailedben ...

— Visszatérek régi mumusomhoz, ami persze nagyon is ambi-

ciézus: az inhomogén Boltzmann regularitdsa.

— Feltételes regularitds? Ugy érted, hogy minimalis regulari-

tasi feltételek mellett?
— Nem, feltételek nélkul.

—Hfiha! Nem is perturbédciés médszerekkel? Gondolod, hogy

ez lehetséges?

- Igen, djra nekidlltam, elég jol haladtam, vannak otlete-
im. Viszont most elakadtam. El$szor mindenféle redukalt mo-
dell segitségével probaltam egyszerfisiteni a feladatot, de még a
legegyszertibb is kifog rajtam. Azt hittem, megfogom egyfajta
maximumelv-érveléssel, de nem, szétesett az egész. Sziikségem

van 14, hogy beszéljink roéla.

—Mondd csak, hallgatlak.
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Hosszan beszélek: a fejemben motoszkalé eredményrdl, a
probélkozédsaimrél, a kilonbozé részletekrdl, amelyeket nem
sikertil sorba rendeznem, a logikai kirakésrdl, amely nem akar

0sszedllni, a Boltzmann-egyenletr6l, amely nem adja meg magat.

A Boltzmann-egyenlet a vilag legszebb egyenlete, ahogy azt
egyszer egy Ujsagirénak mondtam! Kiskoromban szerettem be-
le, a doktorim idején, és minden oldalrél tanulmanyoztam. A
Boltzmann-egyenletben minden benne van: statisztikus fizika, az
id6 egyirdnytsaga, a folyadékok mechanikéja, val6szintiségel-
mélet, informécidelmélet, Fourier-analizis ... Egyesek azt mond-
jak, senki a vildgon nem ismeri gy a Boltzmann-egyenlet altal

alkotott matematikai vilagot, mint én.

Hét évvel ezel6tt avattam be Clément-t ebbe a misztikus
univerzumba, amikor a témavezetésemmel megkezdte doktori
tanulmanyait. Clément mohoén tanult, kétségkiviil 6 az egyetlen,
aki a Boltzmann-egyenletr6l sz6l6 minden munkdmat olvasta.

Most elismert, 6nallo, brilidns és lelkes kutato.

Hét évvel ezel6tt én inditottam el a siker felé, most pedig
nekem van sziikségem 6ra. Tdl nehéz problémaval foglalkozom,
egyediil nem fogok boldogulni vele — legalabb arra sziikségem
van, hogy elmesélhessem az er6feszitéseimet valakinek, akinek a

kisujjdban van az elmélet.

— Tegytik fel, hogy vannak strl6dé titkozések, rendben? cut-
off nélkiili modell. Az egyenlet ekkor tgy viselkedik, mint
egy nemlinedris diffizids egyenlet, természetesen elfajult, de a

o

diffazié ugyanaz, és ha korlatozod a sfirtiséget és a sebességet,
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akkor alkalmazhatsz egy olyan médositott Moser iterdciét, ami a

lokalitds hidnyét figyelembe veszi.
— Egy Moser-séméat? Hmm ... Vdrj, elkezdek jegyzetelni.

— Igen, egy Moser-jellegi sémat. A dolog kulcsa, hogy a
Boltzmann-operdtor ... igaz, hogy ez az operétor bilinedris, nem
lokalis, de mégis, alapvetéen divergencia tipusii: emiatt m{iko-
dik a Moser-séma. Csindlsz egy nemlinedris fliggvénycserét, hat-
vanyozod ... Es igazébol egy kicsit tobb kell, mint a hémérséklet,
ott van a masodik momentumok matrixa, amit szintén kontrol-

lalni kell. De a lényeg mégiscsak a pozitivitas.

- Varj, ne ilyen gyorsan; miért nem elég a homérséklet?
Hosszasan magyardzom; beszélgetiink, vitatkozunk. A tablat
eldrasztjdk a matematikai szimb6lumok, Clément tobbet akar
tudni a pozitivitdsrl. Hogyan lehet megmutatni a szigoru

pozitivitast regularitasi korlatozas nélkil?

— Ez nem olyan megleps, ha belegondolsz: az titkdzések
als6 korlatokat adnak, a zart tartomdanybeli transzportok szintén:
mindez egy irdnyba mutat. A két hatdsnak elvileg erésitenie kell
egymast, kivéve, ha nagyon nincs szerencsénk. Annak idején
Bernt megprébalta, de elakadt. Igaz, egy csomdan vannak, akik

sikertelentil prébalkoztak, de azért hihet6nek ttinik a dolog.

— Biztos vagy benne, hogy a transzport regularitads nélkiil

pozitiv lesz? Utkozések nélkiil, ha transzportdlod a sfir(iség

értékét, az nem lesz pozitivabb ...
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— Igen, de ha a sebességgel atlagolunk, az er6siti a pozitivi-
tast... valahogy tgy, mint a kinetikus atlagokra vonatkozé lem-
maknal, csak itt nem regularitds van, hanem pozitivitas. Igaz,
hogy ezt senki nem nagyon tanulmdnyozta még ebbdl a szem-
pontbdl. Errdl jut eszembe... két évvel ezel6tt a Princetonon
egy kinai posztdok kérdezett t6lem valami ilyesmit. Veszel egy
transzport-egyenletet, mondjuk, a téruszon, zéré regularitast fel-
tételezel, és azt akarod megmutatni, hogy a térbeli stirtiség szi-
gortian pozitiv lesz. Regularitds nélkiil! O szabad transzportra
meg tudta csindlni, vagy altalanosabban is kis id6re, de nagyobb
id6vel nem boldogult... Annakidején tovabbitottam masoknak a

kérdését, de nem kaptam meggy6z6 vélaszt.

—Na varj, hogy csinalod egy egyszerti szabad transzportra? A
szabad transzport szakzsargon, olyan ideélis gazt jelent, amely-
ben a részecskék nem lépnek egymassal kolcsonhatdasba. Annyi-
ra leegyszertisitett modell, hogy a legkevésbé sem redlis, sokszor

mégis nagyon tanulsagos.

— Hat, az explicit megoldassal kell, hogy miikodjon; vérj,

probéljuk meg kitalalni.

Kiulon-kiilon nekilatunk, hogy megproébaljuk felirni azt az ok-
fejtést, amelyet Dong Li kdvethetett. Ez nem egy jelent6s ered-
mény, inkabb csak egy kis ujjgyakorlat; de e kis gyakorlat meg-
oldasidnak megértése taldn segit majd elindulni a nagy rejtvény
megfejtése felé. Meg hat olyan ez, mint egy jaték! Néhany perc-

nyi csondes frogatds utan én gy6zok.

— Azt hiszem, megvan.
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Odamegyek a tdblahoz, hogy felirjam a megoldast, mint egy

feladatmegold6 szemindriumon.

- Szétbontjuk a megoldast a térusz replikdi szerint... minden
példanyon véltozokat cseréliink... a Jacobi kiesik, hasznalod
a Lipschitz-folytonossagot ... és végiil 1/t-rendti konvergencidt

kapsz. Lasst, de jonak tfinik.

— De hat akkor nem regularizélsz... a konvergenciat tgy

hozod ki, hogy atlagolod ... atlagolod ...

Clément hangosan gondolkodik a szamitdsaim folott. Egy-

szerre felragyog, izgatottan razza mutatéujjat a tabla felé:

— Akkor meg kéne nézni, hogy nem segit-e ez a Landau-

csillapitasban!

Ez varatlanul ér. Harom madsodperc csond. Egy homalyos

érzés: valami fontos dolognal jarhatunk.

Kérem, hogy fejtse ki. Clément zavarba jon, elkezdi magya-
razni, hogy a bizonyitas egy harom évvel ezel6tti beszélgetésre
emlékezteti, amelyet Providence-ben, az Egyesiilt Allamok kele-

ti partjan folytatott egy kinai szdrmazasa kutatéval, Yan Guoval.

— A Landau-csillapitasnal egy reverzibilis egyenlethez kere-

stink relaxaciot ...

— Igen, igen, tudom, de a kolcsénhatasnak itt nincs szerepe?

Nem Vlaszov-tipusrdl van sz9, ez csak egy szabad transzport!
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— Talan a kolcsonhatdsnak tényleg szerepelnie kéne, igen, és
ezenkiviil... a konvergencidnak exponencialisnak kéne lennie.

Gondolod, hogy 1/t optimalis?
—Ez j6l hangzik, nem?
— De ha a regularitas er6sebb lenne?
- Hmmm.

Mormogok, kétségeket, koncentrdciot, érdekldést és fruszt-

réciét elegyitve.

Néhany pillanatnyi sziinet, meredt tekintetek, 0sszezart aj-
kak, majd Gjrakezdjiik a beszélgetést. Akarmilyen izgalmas is
legyen, a legendas (és misztikus?) Landau-csillapitdsnak nem
sok koze van eredeti kutatdsi terviinkhoz: néhdny perc utdn mds
témara tériink 4t. A beszélgetés hosszan folytatodik. Szé szoét
kovet, egyik matematikai kérdéstdl utazunk a masikig. Jegyzete-
liink, érveliink, hdborgunk, tanulunk, haditervet készitiink. Mi-
re elvalunk, a Landau-csillapitds mégis felkeriil hazi feladataink

hosszu listajara.

A Boltzmann-egyenlet,

0
oo Vet = [ [ o=l [f0) 100 = £0) )] dvdon

amelyet névaddja 1870 koriil fedezett fel, eqy ritka gdz fejlodését model-
lezi, amely sok millidrdnyi eqymdssal iitkoz8 részecskébdl dll. A részecs-

kék helyzetének és sebességének statisztikai eloszldsdt egy f(t,x,v),
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fiiggvénnyel reprezentdljuk, amely t idGpontokhoz megadja azoknak a
részecskéknek a siiriiségét, amelyeknek a helyzete (koriilbeliil) x és a se-

bessége (koriilbeliil) v.

Ludwig Boltzmann vezette be a gdz entropidjdnak vagy rendezet-

lenségének statisztikai fogalmdt:

S:f/ f log f dx dv.

Az egyenletét felhaszndlva bebizonyitotta, hogy egy véletlenszeriien
rogzitett kezdddllapotbol kiindulva az entropia csak novekedhet, soha
nem csokkenhet az id6 el6rehaladtdval. Képletesen szolva, a magdra ha-
gyott gdz spontdin médon egyre rendezetlenebbé vilik, és ez a folyamat

visszafordithatatlan.

Az entrdpia novekedésének torvényét, amely a termodinamika
masodik torvénye néven ismert, mdr Boltzmann el6tt néhdny évtized-
del felfedezték kisérleti iiton — Boltzmann azonban néhdny rendkiviil je-
lentds elméleti OsszetevBvel gazdagitotta azt. Mindenekel6tt a kordbban
tapasztalati viton megfigyelt, empirikus torvényt, amelyet axiomaként
tettek fel, eqy bizonyitott tétellel helyettesitette; tovdbbd rendkiviil ter-
mékeny matematikai értelmezést adott az entrépia misztikus fogalmd-
nak; és végiil Osszeegyeztette a kiszdmithatatlan, kaotikus és visszafor-
dithaté mikrofizikdt egy megjosolhaté és kiszdmithaté makrofizikdoval.
Ezek az eredmények kitiintetett helyet biztositanak Boltzmannak az el-
méleti fizika panteonjdban, egyiittal iijra és vjra felkeltik a filozéfusok

érdeklbdését is.

Boltzmann ezutdn egy statisztikai rendszer egyensiilyi dllapotdt a

maximdlis entrdpia dllapotaként definidlja, megalapozva ezzel a statisz-
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tikus egyensiily fizikdjdnak hatalmas teriiletét: a legrendezetlenebb

allapot a legtermészetesebb.

A diadalmas fiatal Boltzmann lassanként megkeseredett oregember-
ré vdlt, aki 1906-ban ongyilkos lett. A gdzok elméletérdl szol6 értekezé-
se, amely mdig megGrizte aktualitdsdt, mai szemmel nézve a 19. szdzad
egyik legjelentdsebb tudomdnyos miivének tekinthetd. De a tapasztalat
dltal megerdsitett joslatai mogiil mdig hidnyzik egy teljes matematikai
elmélet; és a kirakds egyik hidnyzo darabja a Boltzmann-egyenlet adta
megolddsok reqularitdsdnak vizsgdlata. E makacs rejtély ellenére, vagy
éppen emiatt a Boltzmann-egyenlet ma egy virdgzo elmélet tdrgydt ké-
pezi: matematikusok, fizikusok és mérnokok nemzetkozi kozosségét fog-
lalkoztatja, akik szdzdval gyiilnek Ossze a Rarefied Gas Dynamics

konferencidkon és eqyéb alkalmakkor.

Mudwig Boltzmann



